1 Suites

Exercice 1. Avec taux d’accroissement connus calculer les limites:

2. lim,,_, In (1 + 4 3 sin(n?) %)
3. im0 e,i - sin(27")
4. lim,, oo n4/1In (1 + 2+1>

Exercice 2. FKEtudier convergence

5(n)
1 =t

2. vVn+1l—+yn—-1
3.vVnZ+n—+vnZ—n

e"+n
4. T

5 e"+(—1)" sin(n'°?)
. n°+Inn

Inn+1
6. o

7 sin(1/n) cos(n)

cos(1/n200)

Sin(l/n2)ecos(1/n275n75)
9sin(n)

9. (n+4) In (1 + sin ((1+n)(2+n)1(3+n)(4+”)))

n+3 COS(TL2) . 1
10. ("57) In (1+ 5 Sln((l+n)(2+n)(3+n))>

Exercice 3.  Soit a € (0,1) et u,, donné par une formule recursive:
Upt1 = Uy +1 ug >0
Démontrer que u,, est majoré pour tout n € N.
Exercice 4.  Soit (up)nen la suite réelle définie par ug = 1 et, pour tout n > 0,
Un+1 = 2Up + N

1. Montrer qu’il existe une suite arithmétique (v,,)nen vérifiant la méme relation de récurrence que
(un)nEN-

2. En étudiant la suite (u,, — vn)nen, déterminer 'expression de w,, en fonction de n.

Exercice 5.  Soit (un)nen une suite telle que
VYneN,  upp1 = 2u, +5".

1. Pour tout n € N, on pose v,, = g&. Montrer que (v,)nen est arithmético-géométrique ; en déduire
I’expression de son terme général.

2. En déduire lexpression du terme général de la suite (uy)nen-



Exercice 6.

1. Déterminer toutes les suites réelles bornées (u,,)nen telles que

VYn €N, Upyo+upi1 — 2u, =0.

2. Déterminer toutes les suites réelles bornées (v, )nen telles que

Yn €N, v,49 — bvprg + 6v, = 12(—1)".

Exercice 7.  Soit £ € RT U{+oc}. Construire deux suites (u,)nen €t (vn)nen tendant respectivement

vers 1 et +00, telles que
uy —— L.

Un n—-4oo

Exercice 8.  Etudier la convergence des trois suites (u,,),>1 dont les termes généraux sont les suivants

1. Up = ZZ:I HQL-FIC 5
2. up = gz 2 k]
3. Uy =2 > k.

Exercice 9. Montrer que la suite de terme général
n —1
> (1
k
k=0
est convergente et préciser sa limite.
Exercice 10.  Soit (u,)nen une suite réelle telle que

Uy, — 0.
n——+00

Montrer que

Exercice 11.  Soit (u,)nen+ une suite positive sous-additive, c’est-a-dire telle que
Vn,m € N* upym < Uy + Uy,

1. Montrer que pour tout n € N* et tout § > 0, il existe N € N tel que pour tout m > N,

U u
m n
2. Montrer que

Un . Uk

— 1N
n n—+oo keN* k



2 Polynoms
Exercice 12. Soit a € R et n € N*.

1. Résoudre dans C I’équation .
(Z + 1)n _ eana.

2. En déduire

n—1

kl;[l sin(%r).

n—1
. km .
H sm|a—+ — puis
n
k=0

Exercice 13. Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de A par B dans les cas
suivants :

1. A=X"et B=X?-3X+2;
2. A=X"et B= (X —1)%;
3. A= (Xsint+cost)" et B= X2+ 1, ou t est un réel.

Exercice 14.  Soit P € Q[X] tel que P(v/2) = 0. Montrer que P(—+/2) = 0.
Exercice 15. Montrer qu’il n’existe pas de polynéme P € R[X] tel que

JA>0 Vz>A, P(x)=I(x).

Exercice 16. Soit n € N.

1. Soit p,q € N. En calculant de deux fagons différentes le produit (1 + X)P(1 + X)4, montrer la
formule de convolution de Vandermonde :

> (M6 -C1)

> (1)

k=0

2. En déduire la valeur de

Exercice 17.  Soit P € K[X]. Montrer qu’il existe Q € K[X] tel que

P(P(X)) - X = Q(X)(P(X) - X).

Exercice 18.
1. Soit P € K[X]. Montrer qu’il existe un unique couple (R, R1) € K[X]? tel que
P(X) = Ro(X?) + X Ry(X?).
2. Soit P,Q € K[X] tels que
P(X)? = Q(X?).
Montrer qu'’il existe R € K[X] tel que

P(X)=R(X? ou P(X)=XR(X?).

Exercice 19.
1. Montrer que tout polynéome P € C[X] tel que P(X + 1) = P(X) est constant.
3



2. Résoudre I'équation
P(X+1)-PX)=X,

d’inconnue P € C[X].

Exercice 20. Déterminer tous les polyndomes P € K[X] tels que :
1. P2X)=P(X)-1;
2. P(X?)=(X?+1)P(X);
3. PoP=P;
4. Tl existe Q € K[X] tel que Q? = X P2,

Exercice 21. Trouver tous les polynémes P € R[X] tels que

k+1
Vk € Z, / Pl)dt =k + 1.
k

Exercice 22. Déterminer les polynomes P € C[X] tels que

X(X 4+1)P"(X) + (X +2)P'(X) — P(X) = 0.

3 Continuite, limites, variations
Exercice 23. Etudier la continuité de la fonction
v |z] + (z — |z])%
Exercice 24. Soit f : R — R une fonction périodique. Montrer que f posséde une limite en 400 si
et seulement si f est constante.
Exercice 25. Soit f: R — R une fonction bijective et croissante. Montrer que

f(z) —— +oo.

r——+00

Exercice 26. Soit f: R — R une fonction. Montrer que

f(z) —— £ siet seulement si  f(sinz) — £.
z—0 z—0

Exercice 27. Soit f : [~1,1] = (0, 1] une fonction continue. Démontrer que une equation f(x) = x*

posséde au moins deux solutions.
Exercice 28.  Soit f une fonction continue définie sur I'interval [1/(2v/2),2v/2] et qui vérifie 'égalité
F2v2) - f(1/(2v2)) = 3
Démontrer qu’il existe une nombre réele x telle que f(2x) — f(z) = 1.

Exercice 29. Trouver les valeurs a, b, ¢ € R pour lesquels une fonction f est continue sur R

f(x):{\/xQ—FaQ |z] > 1

ar’ +br+c |z[ <1



Exercice 30. De méme, mais pour f : (0,00) — R ci-dessous:

a\/z—b
Fz) = 1 T >2
= O<zr<?2

Exercice 31. Soit f(z) = In(1 — 2?), |z| < 1. Trouver toutes les polynoms pour lesquels la limite

lim Q)
2 f(a)

existe et est une nombre réele.

Exercice 32.
A Taide de théoréme d’accroissements finis ou fonctions equivalents determiner

lim ((x +1) eTH — :Eezl)

T—00

Exercice 33.
En utilisant les memes outils démontrer

1
(n—l—l)ﬁ—n%f:—%

Exercice 34.
Montrer que

1 1
— < In(1 —1 -
Vo >0 1+x<n( + ) n(x)<x

En déduire, pour k£ € N\ {0,1}

kn 1
LD
p=n-+1
Exercice 35.
Calculer une limite:
1 1

lim —
: 1 r 1
T—00 Sln(m) SIH(W)
ot p(z) = (1+ %)T et P(z) = z7.
Exercice 36.
Calculer la dérivée n-ieme:

T+ cos’(x) (1)
x +— x cos(x) (2)
r (1 +2)" (3)

Exercice 37.
Determiner si une fonction

_[=rexp(-1/lal) @ £0
f(x)_{o r=0

est

1. continue en zg = 0.



2. Derivable 7

3. trouver inf et sup sur R

Exercice 38.
Soit f(x) = sinln(x) pour > 0. Determiner ¢,d > 0 telles que:
1. f est lipschitzienne sur [c, 00)

2. f est lipschitzienne sur (0, d]

Exercice 39.
Trouver inf d’une fonction

Exercice 40.
Trouver toutes les nombres reels a, b telles quune fonction

cos(z)—1
z sin(z)

) = {a(x + 1) +sin(bz) >0

soit derivable

Exercice 41.
Determiner la table de variation d’une fonction

f(z) = e~ 122H1 (z° + 2z + 3)

Exercice 42.
Soit a,b,c > 0 les cotes d’'une triangle et soit a + b+ ¢ = 2p. Fixons p > 0. Trouver a, b, ¢ telles que
I'area A de ce triangle soit maximale.

Rappel : A= /p(p—a)(p—b)(p—¢)

Exercice 43.
Demontrer

x—0 1’2/2 B
Indic. utiliser Vo > a f(z) = f(a) + [ f'(s)ds

Exercice 44.
Calculer une limite:

cos(2x)
z—= cos(x) — sin(x)
Exercice 45.

Calculer une limite:

In(cos(2z))
2—0 z - sin(sin(z))



4 Convexite

Exercice 46.
Trouver les extrema locaux d’une fonction f :]0,e*[— R
-2
@) = In(x) — 2

Existe-t-il un entier n € N tel que g(z) = (f(x))" est convexe sur toute l'intervalle ]0, e?[ ?

Exercice 47.
Soit fn(x) = {exp(z) : [0,1] — R. Existe-t-il un entier n € N tel que f, est concave (c’est-a-dire
— fn est convexe) sur Uintervalle [0,1] ?

Exercice 48.
En utilisant 'inégalité de Jensen démontrer que si N € N et (mi),’e{17.__, N} est une ensemble de
nombres positifs, alors pour p > 1 on a:

N p N
<Z> DI
i=1 i=1

Exercice 49.
Démontrer que pour toutes z,y € Ry on a

Exercice 50.
Démontrer que pour toutes e < x < y on a

¥ <y”

Exercice 51. Soit f:

o WP +3VaF
f()_ .13'\6/5

Démontrer que si a,b,¢ > 0 et a+ b+ c=3 alors f(a) + f(b) + f(c) > 12.

5 Developpement limites

Exercice 52.
Démontrer que pour |z| < 1 Perreur d’approximation

4 1
ne dépasse pas =5;-

Exercice 53.
Calculer le cingiueme terme de DL de x — sin(tan(z)).

Exercice 54.
Trouver toutes les a, b telles que la limite

i £ (a + bcos(x)) sin(z)
z—0 5

existe



Exercice 55.
Calculer la limite:

i 2sin(1 — cos(x)) — (tan(sin(x)))?
=0 (1-— cos(x))2

Exercice 56.
DL autour de # =2 de f(z) = 2% + 2* + 2x + 1

Exercice 57.
En utilisant seulement le DL, calculer In3 — In 2 avec precision ~ 1,/1000.

Exercice 58.
A Taide de DL pour n = 3, trouver 'approximation de /e. Donner l’erreur de approximation.

Exercice 59.
Calculer une limite

|~

22
lim <arctan(m) >

x—0 x
Exercice 60.

1 1
li -
250 (x sin(z) tan(x sin(z))  22sin? :v)

Exercice 61.
Soit f(x) =2 —2cos(z) — z - sin(sin(z)) et considerons a,, = f(1/n) pour n € N. Trouver toutes les
nombres reels w telles que

lim nay =0
n—roo

Exercice 62.

i arcsin(z) — x
lim
=0 tan(2z) — 21In(1 4+ x) — 22

6 Algebre lineaire

Exercice 63.
Soit V, W sous-espaces de RS et V C W,dimV =5, W # RS. Est-ce que ca veut dire que W = V?

Exercice 64.

Soit ¢ : V.— W ou V,W sont deux espaces vectoriels de dimension fini sur Q. Soit .4 une base
d’espace V. Est-ce qu'on peut toujours trouver une base B de W telle que toutes les coefficients de
M (p)p—.4 appartiennent aux entieres ?

Exercice 65.
Soit V' un espace vectoriel donne par:

V = VeCt ((17 2707 170)’ (07 17 17 1’ 1)7 (27 27 37 073)7 (1’ 3, 17 27 1))
Trouver dim d’un espace V' N Vect ((3,1,2,—1,2),(1,1,1,1,1))
Exercice 66.
On considere v = (1,0,1,0),v = (0,1,—1,0),w = (1,1,1,1),2 = (0,0,1,0),y = (1,1,0,—1). Soit
F = Vect (u,w,v) ,G = Vect (z,y). Determiner dimensions de F,G, F + G, FNG.
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Exercice 67.
Soit ¢ : R® = R® I'application lineaire. Est-ce possible que dimker ¢ = dimimy ?

Exercice 68.
Soit A = {ay, @z, a3}, B = {81, P2, 83} des bases d’espace lineaire V sur R, et

fr=201 —as—az fBo=-—as B3=2a+az
Existe-t-il un vecteur v € V' qui a les coordonnées identique dans les bases A et B ?

Exercice 69.
Soit ¢ une application lineaire R* — R? donne par:

@<x17x27x3;x4) = (‘Tl + x2 + Q‘TB — T4,T1 — X3 + "1?4,3’131 + x2 +$C4)
1. Trouver une base de ker ¢

2. Determiner une matrice de transition/passage Pg_s ou

A = Vect ((1,1,0),(0,1,2),(0,0,1))

3. Trouver, si possible, les bases B, C des espaces R*, R? (respectivement) telles que une matrice Pe_, 5
a exactement deux coefficients non-nulles

Exercice 70.
Soit une base A = Vect ((0,1, —2), (1,1, —1), (0,1, —1)) et pour chaque ¢ € R definissons ¢; : R3 — R3:

1 1 ¢
M(p)asa=|2 t 2
-1 1 -1

1. Pour quelles valeurs de ¢ ¢ est-elle une isomorphisme ?

2. Determiner (1,2, 3)

Exercice 71.
Soit V; = Vect ((2,1,1,1),(3,1,0,2), (1,1,2,0)) et V4

731’2+1’3+£B4 =0
txy + x3 =0

Trouver toutes ¢t € R telle que V1 @ Vo = R*. Trouver une base de Vi U V4 en fonction de ¢

Exercice 72.
Soit A, B des bases donnes par

A=1{(,1,1),(1,0,0),(51,0)}, B={(3,4,5),(4,1,1),(2,0,1)}.
1. Determiner une matrice M4 (f) d’application lineaire f € End(R?) donne par

flz,y,2) = 4z +y+2,32+2y+2,3x+ 2y + 2).

2. Donner une endomorphisme g € End(R?) avec une matrice

1 1 4
MAB(g)Z 2 1 3
0 1 1



Exercice 73.
Soit
A=1{(1,-2,0),(1,1,1),(0,0,-1)},

B ={(1,0,1,0),(0,1,1,1),(0,1,1,0), (1,1,1,1)},

C={(1,1),(-1,0)}.
L’application f € L(R3,R*) est donne par

fle,y,2) =Bx—y—2z,2+y+2z,—x+22z,2+2y — 2),

mais g € L(R* R?) est determine par
0 2 11
MBC(g) = |:2 1 0 3:| :

Calculer Mac(go f) et Mg (go f).

Exercice 74.
Soit V = M273(@) et

0 1 1 1 1
A= |:_1 2:| EMQ(Q), B=|-1 2 -1 EMJ(Q)
0 0 1

La transformation f: V — V définie par
fX)=AX +XB

est-elle linéaire ? Si oui, déterminez la matrice Mg(f) dans la base E = {F11, E12, E13, Eo1, Fa2, Fa3},
ol E;; € M3 3(Q) est la matrice dont I’élément (7, j) est égal & 1 et les autres éléments sont nuls.

Exercice 75.
Soit U = Vect ((1,4,1),(2,1 —4,0)) € C3. Trouver sous-espace V telle que VU = C3. Trouver
une matrice de projecteur M sur U.

Exercice 76.
Trouver une exemple d’endomorphisme ¢ : R® — R3:

©* =0 kerp = Vect((—1,2,1)) (1,1,2) € imp

Exercice 77.
Soit f € L(R3) tel que f # 0 et f2 = 0.

1. Demontrer que dimker f = 2

2. Demontrer qu’il existe une base B dans laquelle la matrice de f est egale a
0 0 1
0 0 0
0 0 0

Exercice 78.
Soit V, W sous-espaces de RS et V C W,dimV =5, W # RS. Est-ce que ca veut dire que W = V?

Exercice 79.
Soit f une application f : C — C lineaire sur R? avec une base {1,i} qui est determine par une

matrice M = <Z z>, c’est-a-dire

z = (ZR, Zc) = zp + iz¢ f(Z) =Mz= (azR + czo,bzg + dZC) = (azR + CZC) + Z(bZR + ch)
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Demontrer qu’il existent p, g € C telles que f(z) = pz + gz. Trouver les conditions sur p, ¢ pour que
f soit lineaire en C.

Exercice 80.
Soit V; = Vect ((2,1,1,1),(3,1,0,2), (1,1,2,0)) et V4

—31’2+£L’3+£L’4 =0
tr, + x3 =0

Trouver toutes ¢t € R telle que V1 @ Vo = R*. Trouver une base de Vi U V4 en fonction de t

Exercice 81.
Soit V' un espace vectoriel donne par:
V =Vect((1,2,0,1,0),(0,1,1,1,1), (2,2, 3,0,3),(1,3,1,2,1))
Trouver dim d’un espace V N Vect ((3,1,2,-1,2),(1,1,1,1,1))
Exercice 82.

Dans l’espace R on a deux sous-espaces V,W et dimV = 6,dimW = 8. Est-ce possible que
dim V N'W =5, si oui donner I’exemple.

Exercice 83.
On considere v = (1,0,1,0),v = (0,1,-1,0),w = (1,1,1,1),z = (0,0,1,0),y = (1,1,0,—1). Soit
F = Vect (u,w,v) ,G = Vect (z,y). Determiner dimensions de F,G, F + G, FNG.

Exercice 84.
Soit X = {f € Clz],degf < 3} et U = {f(0) = f'(0) = 0},U C X. Trouver V C X telle que
VU = X et trouver le projecteur p € End(X) sur U.

Exercice 85.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 et e = (ey, e3,e3) une base de E. Soit

€1 =e€e1+2es+2e3 €92 =e3+ €3
Montrer que la famille (g1;e2) est libre et compléter celle-ci en une base de E.

Exercice 86.
Soit f: Rofx] — Ra[z]

(z+1)? ,

fp(@)) = ———=—=p"(2) + (z + 1)p' ()

Demontrer que f est lineaire et que f o f = f. Trouver ker f,imf et ses bases.

Exercice 87.
Soit E = Ry4[X] et a,b deux réels distincts. On désigne par F' I’ensemble des polynomes de E dont a
et b sont racines. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de £. En donner une base.

Exercice 88.
Soit f : R* — R? application lineaire donne par:
fx1, o, w3, 24) = (21 + 229 — T3 + 34,221 + Do + 23 + Tx4, 21 + T2 — 43 + 22 — 4)

Trouver une dimension d’espace F = {u € End(R*) : fowu = 0}. (on peut voir I'espace End(R?)
comme un espace de matrices)

Exercice 89.
Soit W C Ry[x] sous-espace d’espace de polynom w = Z?:o a;x’ qui satisfie:

Ve € R\ {0} z* w(l/z) = w(x)
Ecrire W comme ’espace de solutions des equations lineaires entre ag, a1, ..., a4.
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Soit wy =1+ tx? + 2%, we = s2?, ws = 1+t — 22 + ta2® + 2. Pour quel valeurs de parametres s,t
les polynoms w1, ws, w3 forment la base d’espace W.

Exercice 90.

Soit (eq, ...., ep) une famille libre de vecteurs de E, F' = Vect ((ey, ..., €p)) et G un supplémentaire de
F dans E. Pour tout a € GG, on note

F, =Vect (e1 +a,...,ep +a)

Montrer que F, @ G = E. Soit a,b € G, montrer que a # b = F, # Fy.

Exercice 91.

0 0 O
Soit A e My3, BeMzset AB=[0 1 0 .Soitf:R2—>R3etpourx€R3onaf(x):A~x
0 0 1

(produit d’une matrice et d’un vecteur) et soit g : R® — R? avec g(z) = B-x. Alors h = fog et
h(x) = AB - x par composition de applications lineaires.
Determiner BA.

Exercice 92.

Soit M une matrice avec diagonale dominante (mi; > >, [mi;]) et soit p(x) = Mz pour z € R™.
Demontrer que ker ¢ = {0}.

Exemple d’une matrice qui verifie cette propriete est une matrice d’identite I,,. Clairement pour
Y(x) = Iz on a keryp = {0}.

Exercice 93.
Déterminer les rangs des matrices

1 -1 0 3
2 -3 2 1
1 2 1 3
0 4 0 -2
1 2 3 4 5
0o -2 -1 3 1
2 0 -5 3 4|’
-3 -1 -2 1 3

1+ -1 3-2¢
0 2+3 -1
0 5—1 9

-1 8 7i
Exercice 94.
Déterminer les rangs des matrices:
a —=b 1
b a ,
1 1 c
0 -1 -1 3
2s -3 2 1
4 2 t+3 3|’
0o -2 3 1
3 4 2 1 2
2 3 1 4 6
1 2 ¢t 2-2t 7 10
4 5 3 -t =2
en fonction de parametres a,b,c € R et s,t € C

Exercice 95.
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Pour quel z € Ron a

=37

— = =8
s T
e i
8 R R

Exercice 96.
Soit A € My, n, B € My, 1, C’est-a-dire les matrices representatives les applications linéaires ¢ : R™ —
R™ ) : R™ — R™. Soit A une matrice inversible. est-ce que rangs des matrices B et AB sont égaux ?

Exercice 97.
Soit A = {041,0427013},8 = {ﬂlvﬂ?} pour a1 = (15 1,1)7012 = (1,2,3)70[3 = (17272)7B1 = (la 1)752 =
(1,2). et soit ¢ : R® — R? l'application lineaire avec:

med= (2 o 7

1. Trouver M ()%t

2. Pour a = 2a; — 32 + 4as trouver les coordonnes ¢(«) en base B

A

3. Soit 1 une application lineaire avec matrice M (¢)7; = . Demontrer que dim ker(po) =1

O —
oo W

Exercice 98.
Soit f : R* — R? application linéaire donne par:

fx1, 20,3, 24) = (21 + 229 — 23 + 324,221 + 5Ty + @3 + Tag, 01 + 22 — 43 + 20 — 4)

Trouver une dimension d’espace £ = {u € End(R*) : f ou = 0}. (on peut voir I'espace End(R?)
comme un espace de matrices)

Exercice 99.
Soit f € L(R?) tel que f # 0 et f2 = 0.

1. Démontrer que dimker f = 2

2. Démontrer qu’il existe une base B dans laquelle la matrice de f est égale a

o O O
o O O

1
0
0

Exercice 100.

0 0 O
Soit A€ May3,B€ Mzaet AB=|[0 1 0. Soit f:R*? 5> R3etpourz € R®ona f(z)=A -z
0 01

(produit d’une matrice et d’un vecteur) et soit g : R® — R? avec g(z) = B-x. Alors h = fog et
h(x) = AB - x par composition de applications lineaires.
Determiner BA.

7 Determinants

Exercice 101.
Expliquer, sans faire le calcul explicite, pourquoi le determinant vaut zero:
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aip 412 @13 ai4 Aais
a21 QA22 (23 Q24 0425
as1 as2 0 0 0
aq1 aq2 O 0 0
as1 Aas2 0 0 0

Cij = annbyj + aigby; 4,5 € {1,2,3}
Exercice 102.
Soit P une matrice avec P;j = 1sii+j =n+1 et P;j; = 0 sinon. Calculer detP
Exercice 103.
Soit A € Mp(R) et S ={(4,5) € {1,...,n} x {1,...,n} : A;; = 0}. Démontrer que si |S| > n(n — 1)
alors detA = 0.

Exercice 104.

Soit Mtl
0 0 1 2
21 1 ¢t
t 2 3 1
3 1 t 2

Trouver les valeurs ¢ pour lesquelles M; est inversible.

Exercice 105.
Calculer les determinants

0 0 aq b1 aiq 0 0 bl
0 0 ag b2 0 as b2 0
as bg 0 0 0 as b3 0
a4 b4 0 0 Qy 0 0 b4

Exercice 106.
Soit aq, asg, ..., a, € C les nombres différents. Trouver une solution d’une equation:

1 1 1 1
1 Z— aq 1 1

det : =0
1 1 1 z—ay

Exercice 107.
Soit a, b, c € C. Calculer le determinant d’'une matrice:

21 22 Z3
Z2 23 21
23 R1 22

oll 21,22, 23 € C sont les racines d’une equation 23 + az? +bz+c=0

Exercice 108.
Trouver x:

det

O~ N =
— N8R
ST NI
s O
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Exercice 109.
Soit A,B,C € M,
det(A* + AB + B?) >

(R) et AB = BA,AC = CA,BC = CB. Démontrer que det(4% + B?) > 0,
0, det(A2 + B2 +C? — AB— BC — AC) >0

Exercice 110.
Soit x;; : R — R une famille de fonctions dérivables. Soit X (t) = (z;;(t)),

ij
Démontrer qu’une fonction f(t) = detX(¢) est dérivable et démontrer que:

£ =3 X0

une matrice pour t € R.

ou X7(t) est une matrice égale a X (t) a exception d’une j-eme colonne, ot on a X7(t);; = x};(t).
En déduire que % det I + tA|i—o= trA.
Rappel : trA =3, Ay

Exercice 111.
Soit n > 1 et A, une matrice avec A;; = 2, A;; = —1si [i —j| = 1 et 0 sinon. Démontrer que
detd, =n+1

Exercice 112.

Soit A,,:
a+b ab 0 0 0
1 a+b ab 0 0
0 1 a+b 0 0
0 0 0 a+b ab
0 0 0 1 a+b
Démontrer que detA,, = %
Exercice 113.
1 i=7
Soit A, € My, et (An)ij = V-1 |i—j|=1.
0 sinon

Démontrer que detA,, vérifie la suite de Fibonacci.

8 Series numeriques
Exercice 114. Soit a,, telle que Y a,, < co. Est-ce que
Z at/s Z ap, sin(ay,)
sont toujours convergentes 7
Exercice 115.

1. Démontrer que la série

1
5>0 271@(1‘#8)
Z —k) —
= exp(27F) — 1

converge.

2. Est-ce que la conclusion restera la méme si e < 0 ?
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Exercice 116.

1. En passant par la comparaison séries/integral démontrer qu’il existe un constante Cy telle que
Inn! > C¢ (nlnn —n) (au moins pour n assez grand)

2. Soit (a)k>1 telle que Yk > 1 ay < Ck pour une constante C' > 0. Démontrer qu’il existe A > 0
telle qu'une serie suivante converge

Z (Aag)”
k!
k>1

Indication: en utilisant la bornee d’un point 1., échanger k! ~ exp (nlnn — n), borner par une serie
qui converge.

Exercice 117. Trouver la somme d’une serie ou démontrer qu’elle n’existe pas

2n+1 2n+43

n>1

Exercice 118. Etudier convergence

Exercice 119.
1. Etudier convergence d’une serie avec a,:

an = 21— v2)
2. Trouver toutes les valeurs du parametre a € R telles qu'une série:

1
ep =21-Vr2  q, =a™"

converge.

Exercice 120.

1. Soit )", < an une série convergent. Est-ce qu'une serie:

3 Y e 1)

Inn
n>1

converge 7 Si oui, donner une preuve, sinon donner une contrexemple.

2. Soit a, 8 > 0. Trouver condition suffisante sur «, 8 pour qu'une serie

> i (1)
Inn
n>1
converge. (on n’étudiera pas la condition nécessaire)
Exercice 121.  Soit f(x) = 2 — 2cos(z) — z - sin(sin(z)) et considerons a,, = f(1/n) pour n € N.
Trouver toutes les nombres reels w telles que 3, -, a;) < oo.

Exercice 122. Etudier la convergence des séries suivantes en fonction d’une paramétre a > 0:
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L. Zn>l (bl/n - 1)a

2. anl (nl/n - 1)0(

Exercice 123. Démontrer que:

Z exp (n(1 —n'/m))

<
In?(n) >

n>2

(si nécessaire passer par comparaison avec l'integrale)

Exercice 124. Etudier convergence:
Z ‘cos ((n‘3 +v/n+ 7)1/3> — cos ((n?’ —2v/n+ 3)1/3> ’

Indication: utiliser cos(a) — cos(b) = —sin((a — b)/2) sin((a + b)/2) et les équivalences, puis obtenir
comparaison avec n~ % a > 0

Exercice 125.
Etudier convergence:

1.

> (=1)"In (14 ¥/n)
2.

Z (n+1D!(n+1)""1
3.

9 Integrale de Riemann

Exercice 126.
Calculer les limites suivantes

1. limy, 0o 2221 2- (%)2%

H n V2n2+kn—k2
2. limp o0 )y L=

n

2
3 1 (n41)" ! (ng2)" 2. (20)2" \ /7
. lmnﬁoo nntipnt2  p2n

. p=2n 1 : : : : 1
4. lim, oo Zp:n+1 ow en fonction de o > 1, puis avec sin(1/p) au lieu de o

Exercice 127.
1. Soit f une fonction derivable. Demontrer qu’il existe une constante C' telle que:

2m C
VkeN (x) sin(kx)dr < %
0

2. Est-ce que le meme resultat tiendra si on remplace f par une fonction constante par morceaux ?
Puis continue par morceaux.
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Exercice 128.
Soit « €]0, 1[. Calculer la limite:

lim ——— [ |nz|*e*"d
o0t rlnr|® J, [naf"e v

/ab fP(z)dx /ab fU(x)dx

Si besoin on peut admettre:

b
[ s
Exercice 129.

Calculer la limite:

1/p 1/q

<

lorsque n — oo

Exercice 130.
Calculer la limite:

kf{(uzsm (%))

lorsque n — oo

Exercice 131.
Soit f continue. Demontrer que F:

Pla) = / " F(t) sin(at)dt
a
est lipschitzienne si a < b € R.
1. Quel hypothese sur f faut-il pour que F' soit lipschitzienne si a = 0,0 = 0o ?
2. Soit F(z) = f; f(xt)dt pour f continue, pas forcement Lipschitz et > 0. Est-ce qu’on peut dire

que F est lipschitzienne sur Ry ?

Exercice 132.
Soit f fonction continue telle que lim, o, f(z) = a. Montrer que:

10 Theorie de nombres

Exercice 133.
Soit a, b premieres entre eux. Montrer que In(a)/In(b) est irrationnel.

Exercice 134.
Montrer que 40™n!|(5n)!

Exercice 135.
Soient a et b deux rationnels tels que a + b, a x b sont des entiers. Prouver a et b sont des entiers.

Exercice 136.
Demontrer que pour tous z,y € R et tout n € N\ {0} on a
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n—1
" — yn — (a? _ y) Zxkyn—k—l
k=0
En deduire que 609|54" — 247

Exercice 137.
Soient a, b, n trois entiers supérieurs ou égaux & 1. On note ¢ le quotient de la division euclidienne

de a — 1 par b, et r le reste. Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de ab™ — 1 par
bt

Exercice 138.
Calculer les pged suivants (n? +n) A (2n + 1), (1502 + 8n + 6) A (3002 + 21n + 13)

11 Denombrement

Exercice 139.
Combien de sequences {0, 1,2}" avec au moins un zero, un 1 et un 2.

Exercice 140.
Soit m € N. Calculer le nombre de sequences (a1, ag, ..., a,) ou a; € {0,1} telles que

|{Z L a; :07al‘+1 = 1}| =m

Exercice 141.
On divise l'ensemble {1,2,...,2n} en n sous-ensembles de taille 2. Combien de possibilites de le faire
? Autrement dit, calculer la taille d’ensemble

Hwi,we,...;,wp}:Vie{l,..on} |Jwi|=2 wiUwsU...Uw, ={1,2,...,2n}}

Exercice 142.

Soit X un ensemble d’un taille 2n. Calculer le nombre de sous-ensembles A telles que | A| est divisible
par 2.

1. Démontrer 3 p_ (F) = ()

m m—+1

2. Démontrer que le nombre de sous-ensembles de taille 2 est égale a (22”) Generaliser a taille
2k, ke {1,...,n}

3. Calculer la somme de expressions obtenus dans le point 2.

Si besoin dans le point 3 on peut s’appuyer sur:
n n n n
=2" —1)* =0
¥ ()2 (i)

Exercice 143.
Soit P.(n) = {A C {1,...,n} :|A| = r}. Calculer pour r = 2,3

Z min(A)

A€P,
Est-ce qu’on peut generaliser a r quelconque ?

Exercice 144.
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1. On a k boules differents. On tire deux fois avec remplacement. Demontrer que

()

2. Utiliser 3_7_,. (¥) = (') pour calculer S} _, k2.

m m—+1

12 Probabilite

Exercice 145.

On dispose n pieces, mais k parmi eux sont asymmetriques et tombe sur pile avec probabilité 1/3.
On a choisi une piece par hasard et a obtenu une pile. Calculer la probabilité que c’était une piece
symmetrique.

Exercice 146.

On a n boules dans une urne, avec n € {2,3,4,5} (on ne sait pas). On tire deux boules sans remise
et écrire les chiffres dans 'ordre de tirage. Le nombre qu’on a obtenu a été inférieure a 44. Calculer la
probabilité que n = 3.

Exercice 147.
On a n pieces et parmi eux il y a une piece avec deux piles. Sur une piece choisi par hasard on a pile
6 fois d’affilé. Calculer la probabilité que c’était une piece avec deux piles.

Exercice 148.

Arnault, Benoit et Camille essayent de obtenir pile, chacun une fois. On sait que deux d’entre eux
on réussi. L’événement plus probable est a) Camille a réussi b) Camille n’a pas réussi c¢) tous les deux
ont la probabilité égale

Exercice 149.
On lance une piece symmetrique 2n fois. Soit P, une nombre de piles obtenus et F5, une nombre
de faces obtenus. Fixons k € N (qui sera un constant). Calculer

lim P (|P2n - an‘ S Qk)
n—00

Utiliser la formule n! ~ v/27n (%)n

Exercice 150.

Un joueur peut gagner 1 euro avec probabilité p ou en perdre avec probabilité 1 — p. Il commence
avec le capital C' de C' = a euros. Le jeu s’arréte dés que C' = 0 ou C' = ¢, ¢ > a. Calculer probabilité
qu’il existe un moment ou C' =0

Exercice 151.
On a n € N boules noires et b € N blanches, on tire les boules succesivement. Soit C} un evenement
n

"n-eme tirage donne une boule noire". Demontrer que P (Cy) = 5.

Exercice 152.
Calculer le probabilité que le nombre de réussites dans le scheme de Bernoulli avec n et p sera divisible
par 2. Calculer la limite n — co.

Exercice 153.
Calculer le probabilité que le nombre de réussites dans le scheme de Bernoulli avec n et p = 1/2 sera
divisible par 3 et 4. Calculer la limite n — oo.

Exercice 154.

Société d’assurance a des clients qui sont & cause des accidents avec probabilité p2 (c est pour calme)
et des autres qui sont a cause des accidents avec probabilité p‘Jf-‘ (f est pour fou). Proportion du chaque
groupe des clients est donne respectivement avec g et 1 — g. Probabilité d’accident est constante pour
chaque client chaque année. Calculer
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1. Calculer la probabilité d’accident pour un client choisi au hasard

2. Calculer la probabilité que le client qui été a cause d’un accident en année N sera & cause d’accident
en année N + 1.

3. Il n’y a pas notion de consequence dans la modele, pourtant on observe que la probabilité d’accident
est plus élevé dans le point 2 que dans le point 1. Pourquoi ?

13 Produits scalaires

Exercice 155.
Soit (cv,) une suite de vecteurs orthonormaux dans une espace euclidien (V, (,)).

1. Démontrer que v = Y1 (v, o)y si v = Vee(au, ..., avp).

2. Soit v tel que [[v* > S {aq,v)?. Est-ce possible que v € Vec(ay, ..., )

Exercice 156.
Soit M; une matrice:

2 10
M=(1 t 1
01 2
1. Pour quel t on a (1,0,0)M;(0,0,1)7 =0 ? Si t = 2 completer (1,0,0),(0,0,1) a une base d’espace

(R3, M5). (on peut admettre que (v, w) — (v, Maw) est un produit scalaire)

2. Soit L = (1,1,2) + Vec((1,0,0)), K = (1,2,2) + Vec((0,0,1)). Trouver une distance entre L, K
dans l'espace (R3, M>).

Exercice 157.
Soit H,M C R* sous-espace affines. Si H = v + W, oit W est une espace linéaire, on notera
W =T(H).

H = {(v1,22,73,74) €ER* 12y + 24 =4, 23 + 24 =2} M = (1,0,2,0) + Vec((0,1,0,0),(0,0,1,1))

1. Trouver une base orthonormale d’espace T'(H) + T (M), completer & une base orthonormale de R*
2. Soit f: R* — R* une projection orthogonale sur M. Démontrer que f((3,0,1,1)) = (1,0,2,0).

3. K = f(H). Démotrer que K est une droite et trouver sa parametrisation

4. Trouver la distance p(H, M)

5. Démontrer que pour tout k € K on a p(k, H) = p(M, H)

Exercice 158.

Dans I’espace R? avec un produit scalaire standard trouver deux vecteurs u, v telles que u € Vec((1,3)),v €
Vec((1,3))* et u+v = (1,2). Pareil pour R* u = (1,2,0,3),v = (2,3,—1,0) et on veut trouver a,b € R
avec z = (0,0,1,1) + av + bw € Vec((u,v))" (Si cela prends trop du temps, on se contentera de systéme
linéaire finale a résoudre)

Exercice 159.

Donner un exemple d’un produit scalaire* tel qu’une systéme «; = (1,0,0),a2 = (0,—1,0), a3 =
(1,0, 1) soit une base orthonormale de R* muni de ce produit scalaire.

*on cherche dans I’ensemble des applications p(u,v) = ), ; ijU;v;, donc il faut trouver les valeurs
de Qg
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Exercice 160.
Dans une espace R* donner systéme linéaire qui décrit espace orthogonale a W = {(x1, 22, 73, 24) :
T1 — T+ T3 — X4 ZO}

Exercice 161.
Dans 'espace R<y,[z] un produit scalaire de polynoms s’écrit avec (f,g) = > . a;b;. Trouver une
complémentaire orthogonale a:

1. sous-espace des polynoms avec f(1) =0

2. sous-espace des polynoms de dégre paire

Exercice 162.
Soit (v;), (w;) deux suites de vecteurs dans l'espace euclidien avec (v;,w;) = ¢;;. Démontrer que v;
est une famille libre.

Exercice 163.
Soit V' une espace euclidien et soit Wy, Wy sous-espaces de V' avec dim W; < dim W5. Démontrer
qu’il existe une vecteur v € Wy avec v € Wit

Exercice 164.
Soit ay = (t2,0,1,t) et soit 3; une projection orthogonale sur Vec((1,1,1,1)). Pour quel ¢ la longueur
de B; est-elle minimale 7

Exercice 165.
Appliquer Gram-Schmidt a:

1. U1 = (2a _1707 _2)71]2 = (47 1a4a —4),1}3 = (0507170)51]4 = (07070a 1)
2. W= Vec((l, 17 07 1)7 (la 0; 170)’ (07 17 17 1))

Exercice 166.
Soit V' une espace linéaire avec deux produits scalaires ¢, 1 qui satisfient:

Y(u,v) =0 < o(u,v) =0
1. Démontrer que ¥ (u,u) = (v, v) ssi p(u,u) = ¥(v,v)

2. Démontrer qu’il existe ¢ > 0 tel que YV u,v € V on a ¢(u,v) = cp(u,v)
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